Egy derékszogi haromszog keresztmetszetii egyenes hasab sikmetszete adatainak
meghatarozasa szamitassal

Ez a dolgozat bizonyos értelemben folytatasa az el6zOnek, melynek jele €s cime: ED és
Egy sik és a koordinatasikok metszésvonalainak meghatdrozdsa.

Ezt azért hozzuk fel, mert tobb ott levezetett Osszefiiggést itt is felhasznalunk.

Jelen feladatunkhoz tekintsiik az 1. abrat is!

1. abra

Itt azt 1atjuk, hogy egy derékszogli haromszog alapt / keresztmetszetii egyenes hasabot
elmetszettiink egy altalanos helyzetii metszdsikkal.
A feladat: meghatarozni a ferde metszeti haromszog minden 1ényeges adatat.

Eldszor az 1. dbra bal oldalan lathatd alaphdromszog adatai kozti 6sszefliggéseket irjuk fel,
melyek nem igényelnek magyarézatot:

c =vVa?*+ b?, (1)




tgazs —>a=arctg§, (2)
a+[+90°=180° - B =90°—«. (3)

A tovabbiakhoz tekintsiik a 2. abrat is!
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| 2. abra

Itt az alkalmazand6 paramétereket is feltiintettiik. A szamitast ezekkel veégezziik.
A D;D,D3; nyomharomszogével adott metszdsik helyzetét leirhatjuk az (u, v, w)
tengelymetszetekkel, illetve a (d , ¢ ,9 ) polarkoordinatakkal is, ahol d a metszésik

tavolsagvektora. Az ezekre vonatkoz6 alapvetd 0sszefiiggéseket ED - bdl atvéve:
1

d= T (4)
Juztztz

tgp = -, (5)



ing =&
51n19—w. (6)

Az 1. és a 2. abra 0sszehasonlitasabdl latszik, hogy metszet addig képzddhet, amig fennall
az alabbi korlatozo feltétel:
w<h; (7)

most ( 6 ) és ( 7 ) szerint kapjuk, hogy

d . d . d
— < h —»sinY > — —» Y > arcsin—. (8)
sind h h

Szintén az ED - bdl vessziik at az alabbi 0sszefliggéseket:
d

U= cos@-cosV’ (9)
p=—-% (10)

sing-cos®9

Most kiszamitjuk a ¢y €s a ¢y szogek tangensét. A 2. dbra alapjan:
w

tg by = —, tgd)y:%; (11)

u

most (6),(9),(10)¢és(11) szerint:

d

_ W _ _ o _ 059
tg¢x_u d tg‘l9 ) (12)
cos¢@-cosV
d
w sind sin @
tgg, =3 = —'— =7, (13)

sin @ -cos?I

Az a; és by metszeti haromszog - oldalak szamitasa a 2. abra szerint, ( 12 ), ( 13 ) - mal is:

2
a, = ——=qa-J1+ (tgp,)? = a-\/1+(cfgsﬁ¢) , tehat:

CcoSs ¢y

al=a-\/1+(cow)2 . (14)

tgd

Hasonléan eljarva:

by = — =b-\/1+(tg¢y)2

cos ¢y,

b1=b-\/1+(sti;‘;")2. (15)

b- \/ 1+ (Sti;lg”)z , tehat:




Most attériink a y; sz0g szamitasara. Ezt koszinusz - tétellel végezziik, a D;D,D3 hdrom -
szogben. Eszerint:
(D1D,)? = (D1D3)? + (D;D3)* — 2 D1 D3 - D,D3 * cOS Yy ; (16)

ehhez Pitagorasz - tétellel, a 2. 4bra alapjan:

(D1D2)2=u2+v2; (17)

(D;D3)?* = u? + w?; (18)
103

D,D;)? = v? + w2, (19)

(D;D;3)

Majd (16),(17),(18) és ( 19) szerint:
u+v2=u?+w?+v?2+w?—-2-vuZ+w?-Vv2 +w?-cosy, ; egyszeriisitve:

0=2-w?—2-Vu2+w?2-vv2+w?-cosy;; rendezve:
w w

COSN = Tz Vorrwe (20)
Amde a 2. 4bra szerint irhatjuk, hogy
w .
Varrwr S ()
w .
Vorrmz SNy, (22)
igy (20),(21)és(22) - vel:
Cosy; = sing, sing,, . (23)
Most trigonometriai atalakitassal és ( 12 ) - vel:
cos @
. tg Px tgd_ .
sin¢, = = = —, tehat:
V1+(tgdx) J1+( o)
cosg
sin ¢, = LZ ; (24)
cos ¢
1+( tgd )
hasonloképpen, ( 13 ) - mal is:
sin ¢
sin ¢, = &y = = 8% | tehat:
sin )2
J 1+(tgpy) JH(?‘;I))
sing
sin ¢, = —£2—. (25)
sin @2
1+(?1;0)



Ezutan (23), (24 ) és (25) - tel:

cos @ sing

cosy; = tifs(p : tg% = (26)
\/“( tgd ) \/1+(St1;;”)
Innen a sz0g maga:
cos @ sing ]
Y1 = arccos .1 (27)
cos @ .
() jH(S;;;)Z
Most a ¢; oldalhosszat hatdrozzuk meg, koszinusz - tétellel. A 2. abra alapjan:
c2=a?+b?—2-a, b, -cosy; ; (28)
majd (14 ), (15), (26 ) és (28 ) szerint:
2
=t [14 (220 40214 (222)] -
cos g sing > cosﬁ(p sinﬁ(p
—2-a- (1 -b- |1 . tg ) tg —
¢ \/ * ( tgd ) \/ * (tg19 ) \/H(m)z sin o\ 2
tg 1+( tgo )
cos<p 2. sm<p o _cos<p_sin<p:
[1+ 19) ]+b [1+ t19) ] 2 a-b- Tl
— 2 (L5 2. (sing\? _ ., ., . cose sing _
=a’ tb +a (tgﬂ) +b (tgﬂ) 2-a-b tgd tgd
= a’ + b? +$-(0L2-cosz<p—2-a-b-sin<,0-cos<p+b2 -sin? @) =
2 2 2 2 a-cos ¢—>b-sin @ 2 .
=a“+b ‘(a-cosp —b-sinp)>=a’*+b , azaz.
t 219 tgd
¢t =a?+b%*+ (a = (fg ﬂb sin (p) , innen pozitiv gydkvonassal:
. —b-si 2
o= Jar+ b7 4 (o)’ (29)

A B szoget szinusztétellel szamitjuk, a 2. abra piros haromszogébdl:
sin 84 aq

. a; . aq \/—2
——=— >5sinf, =—-siny; =—+4/1 —cos : 30
siny, o p1 o V1 o Y1 ( )

most ( 14 ), (26 ), (29 ) és ( 30 ) szerint:



a2+b2+(a-cos @—b-sin (p)z
tgd

2 .
cos @ cos @ sin @
a- /1+( ) /
t 19 t "9 t "9 /4 14 14
£ -1 - k g - £ ; atalakitasokkal:
: 2

sinf; =
J \

14(C05® 2 cos @\2 sin @\2
sin By = o) 1= (tgﬁ)z- (tg.{”)z, most ( 2) - vel is:
2 b ino) 1+ Ctogsﬁ(p) 1+(Stl;19(p)
cos p—=-sin
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_ 1 14 (cos <p)2 _ (Cfgsﬁ(p)z(stigﬁ(p) _
2 cos p—tga-sin ¢\ 2 tg? 1+(stin19<p)2
1+tg a+(—th9 ) g
cos @ 2 sing 2 cos @ 2 sing 2
_ 1 . [1+( tgd ) ].[1+( tgd ) ]_( tgy ) ( tgd ) .
1+(Sti;9¢)2 ,

— .Sj 2
J1+tg2 a+(cos<p ttggﬂoc sin (p)

1 + cos<p sm<p (cos<p)2 . (sintp)2 14+ (cos<p)2 n (sin<p)2 _
tg19 tgd tgd - tgd tgd o

cos? p+cos? 1 1+tg29 1
=1 P % g ( * )

tg2d9 tg2d9 tg29 sinZ9

ezzel folytatva:

1

: részletszamitassal:

sinf; = j

) 2
2 cos p—tga-sin (p)
1+tg oc+(—tg19
1
sinZ9 — 1 — 1 — 1 —
1+(Sin <P)2 sin219+sin219-51n2‘p sin29+sin2¢-cos2y9 1—cosZ9+sin2@-cos2¥9
tgd sin29
cos29
1 _ 1

- 1-cos29-(1-sin2¢)  1-cos29-cos2¢p’ ezzel folytatva:



sinf; = ! . =
L toasinon2 1-cos29-cos?2¢p
1+tg? a+(cos<p tgg; sin (p)

1 1

\/1+tg2 a+(cos (p—tt‘:ggﬁa-sm <p)

, tehat:

2 +/1—cos29-cosZg

1 1

sinfy = 2 . J1-cosZ9-cosZp (31)
\/1+tg2 a+(cos (p—ttgg;-sm (p)

Innen kapjuk, hogy

[ 1 C
= ' : |

B, = arcsin | — | (32)
l 1+tg? a+(%)

Végiil az oy szogre kapjuk, hogy:

a; =180°— (B +y1) . (33)

Még szamitsuk ki a metszeti haromszdg teriiletét is! Ismert képletekkel:

1 . 1 cos<p2 sinqo2
T=E-b1-(a1-smy1)=E-a-\/1+(tgﬁ) .b.\/1+(tg19) y/1—cos?y; ;

rendezve és folytatva:

2
1 cos 2 sin 2 =7 n
retan i (@) 0 ) - | e |
1+ sin @\ 2
\ \/ ( g9 ) J1+( tgﬁ‘p)
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cos(90°-9) 2 cosd*  cosOx’
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ab _ Tvet

T == (34)

sin9d  cosV9x*’

ahogyan azt a Geometria is tanitja. Ezzel kitizott feladatunkat megoldottuk.
Eredményeink 6sszefoglalasa:

a1=a-\/1+(cf;9(p)2,
bl_b\/ 19) ’

a-cos b-sin
cl=\/az+b2 ( (p (p) ;

Y1 = arccos|

B, = arcsin

' )
e 2 J1—(cos ¢-cos V)2
\/1+tg2 a+(cos<p ttgg;c sin (p)

a; = 180°— (B +v1);

1 ab
r= E sin9
Megiegyzesek:

ML1. Az 1. abra jobb oldali részén feltiintettiik a Desargues - tétel szerint kiadodo M pontot
is—[1].

M2. Feltessziik, hogy nem okoznak hibat az olyan atalakitasok, mint példaul ez:

1 1

sin?29  sin9’

M3. A (29 ) képletet is atirhatjuk a levezetése utan alkalmazott 4talakitdssal:



cos ¢—tga-sin ¢

c1=a-J1+tg2a+( -

o ) v () (29

M4. Feladatunkat igy is megfogalmazhatjuk:
~adott: (a,b,h,y=90°); (d,p,9);
~ keresett: (ay,by,¢1); (@, Buv1); T

2
) ; vagy megint mas alakba irva:

M5. Talan kicsit meglepd, de a d tavolsag - adat és a h hossz - adat nem szerepel végered -
ményeinkben, csak a ( 8 ) szerinti korlatozasban, ott is csak az aranyuk. A z - tengely
mindkét iranyaban végtelen hosszl hasab esetén mar ez sem jatszik szerepet.

MG6. Lathato, hogy az elso pillantasra nehéznek tiind szamitasok valdjaban nem lépnek ki a
kozeépiskolai matematikai ismeretkorbol.

M7. A (7)) osszefiiggésbe beirhattuk volna, hogy w > 0. Nem erdltettiik az ilyen tipusu
kikotéseket, mert nem jelent erés megszoritast pl. ez utobbi sem. Ugyanis, ha w < 0 lenne,
akkor az xy sikra tiikrozve az eredeti helyzetet, kapnank a w > 0 - nak megfelel6t.

Egy konkrét feladat megoldasanal sok paraméter felett szabadon rendelkezhetiink, meg -
konnyitve ezzel sajat munkankat is.

M8. Menet kdzben eldallt néhany 6nmagaban is érdekes eredmény; ilyen pl. (23 ) is.
M9. Ha az Olvasonak jobban tetszene az (U, v, w ) paraméterckkel valé munka, akkor
fel -, illetve atirhatja maganak az eredményeket, tetszése szerint. Nekiink tetszik a
metsz0sik itt kedvezményezett (d , ¢ , 9 ) polarkoordinatas megadasi modja.
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